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לכל אזי שלילי. אי מרטינגל תת (Zn) יהי (Doob של המרטינגלים תת שוויון (אי 0.1 משפט
מתקיים λ > 0

λP
(

sup
0≤k≤n

Zk ≥ λ
)
≤ E

Zn1{
sup

0≤k≤n
Zk≥λ

}
 ≤ E (Zn)

מרקוב. שוויון אי של הכללה למעשה הוא זה שוויון שאי לב נשים

נגדיר הוכחה:

F =

{
sup

0≤k≤n
Zk ≥ λ

}
Fi = {Z0, . . . , Zk−1 < λ,Zk ≥ λ}

זר איחוד יש ואז

F =

n⋃
i=0

Fi

כעת,

E (Zn1Fk) ≥ E (Zk1Fk)

ולכן

λP (F ) = λ
∑
k≤n

P (Fk) ≤
∑
k≤n

E (Zn1Fk) = E (Zn1F )
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עם תלויים בלתי מקריים משתנים X1, X2, . . . יהיו קולמוגורוב) שוויון (אי 0.2 מסקנה
נסמן .n לכל σ2

n = Var (Xn) <∞ ,E (Xn) = 0

Sn =

n∑
i=1

Xi

Vn =

n∑
i=1

σ2
n = Var (Sn)

מתקיים λ > 0 לכל אז

λ2P
(

sup
1≤k≤n

|Sk| ≥ λ
)
≤ Vn

צ'בישב. שוויון אי של הכללה למעשה הוא זה שוויון שאי לב נשים

הטבעית לפילטרציה ביחס מרטינגל Sn הוכחה:

Fn = σ (X1, . . . , Xn)

המסקנה כעת מרטינגל. תת
(
S2
n

)
כי נובע קמורה, ϕ (x) = x2 שהפונקציה כיוון כעת,

דוב: שוויון מאי נובעת

λ2P
(
sup
k≤n
|Sk| ≥ λ

)
= λ2P

(
sup
k≤n

S2
k ≥ λ2

)
≤ E

(
S2
n

)
= Var (Sn) = Vn

Xn ∼ וכן תלויים, בלתי (Xn) אם הוכחה: ללא אבל דוב, שוויון באי לשימוש דוגמא
ונגדיר ,N (0, 1)

Sn =

n∑
i=1

Xi

ואז , Sn√
n
∼ N (0, 1) שמתקיים לב נשים

lim sup
n→∞

Sn√
n log log n

= 1

תמיד. כמעט

|Mk −Mk−1| ≤ Ck כי ונניח מרטינגל (Mn) יהי אזומה־הופדינג) שוויון (אי 0.3 משפט
מתקיים λ > 0 לכל אזי תמיד. כמעט

P
(

sup
1≤k≤n

Mk ≥M0 + λ

)
≤ e
− λ2

2
n∑
k=1

C2
k

2



עזר: טענת נצטרך הוכחה:

אזי תמיד, כמעט |Y | ≤ c וכן E (Y ) = 0 עם מקרי משתנה Y אם 0.4 טענה

E
(
eθY
)
≤ cosh (θc) ≤ e θ

2c2

2

.θ ∈ R לכל

אזי .Xk =Mk −Mk−1 נגדיר בינתיים, בית. בתרגיל נוכיח הזו הטענה את

P
(

sup
1≤k≤n

Mk ≥M0 + λ

)
= P

(
sup

1≤k≤n
eθ(Mk−M0) ≥ eθλ

)
(כי שלילי אי מרטינגל תת היא

(
Eθ(Mk−M0)

)
שהסדרה ומכך דוב שוויון מאי כעת,
מקבלים קמורה), פונקציה זו אקספוננט

P
(

sup
1≤k≤n

eθ(Mk−M0) ≥ eθλ
)
≤

E
(
eθ(Mn−M0)

)
eθλ

=
1

eθλ
E

(
n∏
k=1

eθXk

)
=

= e−θλE

(
E

(
n∏
k=1

eθXk | Fn−1

))
=

= e−θλE

(
n−1∏
k=1

eθXkE
(
eθXn | Fn−1

))
≤

≤ e−θλe
θ2C2

n
2 E

(
n−1∏
k=1

eθXk

)
≤ · · · ≤

≤ e−θλe
θ2

2

n∑
k=1

C2
k

כעת נסמן

c =

n∑
k=1

C2
k

ונקבל ,θ = λ
c ונציב

P
(

sup
1≤k≤n

eθ(Mk−M0) ≥ eθλ
)
≤ e−θλe

θ2

2

n∑
k=1

C2
k ≤ e−λ

2

c · e
λ2

2c2
c = e−

λ2

2c

האפשרויות
(
n
2

)
מבין אפשרית קשת כאשר קודקודים n על מקרי גרף הוא G (n, p) יישום

מספר הוא χ (G) הקשתות. בשאר תלוי בלתי באופן ,p בהסתברות בגרף נמצאת
שכל כך G את לצבוע אפשר שבו צבעים של המינימלי המספר כלומר ,G של הצביעה

שונה. צבע בעלי יהיו קשת ביניהם שיש קודקודים שני
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נסמן .G ∼ G (n, p) יהי .0 < p < 1 ויהי n ≥ 1 יהי ספנסר) (שמיר 0.5 משפט
אזי .c = E (χ (G))

P
(
|X (G)− c| > λ

√
n− 1

)
< 2e−

λ2

2

.λ > 0 לכל

ידי על הנוצרת אלגברה הסיגמא להיות Fk את נגדיר 1 ≤ k ≤ n עבור הוכחה:
נגדיר .1 ≤ i, j ≤ k עם {i, j} לקשתות המשוייכים המקריים המשתנים

Xk = E (χ (G) | Fk)

,X1 = c כן, כמו בשיעור). כאלה דברים ראינו ־ (הסתרה מרטינגל X1, . . . , Xn אזי
n על השלם (הגרף Kn של גרפים תת הם H,H ′ שאם לב נשים .Xn = χ (G)

אזי בלבד, אחד בקודקוד שנבדלים קודקודים)

|χ (H)− χ (H ′)| ≤ 1

נקבל מכאן

|Xk −Xk−1| ≤ 1

אזומה־הופדינג: שוויון אי את להפעיל נוכל מכאן תמיד. כמעט

P
(
χ (G)− c ≥ λ

√
n− 1

)
= P

(
Xn −X1 ≥ λ

√
n− 1

)
≤ e−

(λ
√
n−1)2

2(n−1) = e−
λ2

2

מוחלט. ערך עם שוויון האי את ומקבלים מינסוים עם דבר אותו עושים
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