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Conjugate Gradients שיטת 1

Conjugate Direc- בשיטת .Ax = b את לפתור נרצה חיובית מוגדרת סימטרית A בהינתן
מהצורה איטרציות לבצע רצינו ,tions

xi+1 = xi + αidi

dj לכל אורתוגונלי יהיה ei כי דרשנו אורתוגונליים. A כיוונים הם d0, . . . , dn−1 כאשר
היא αi של הצורה .i > j עבור

αi =
〈ri, di〉
〈Adi, di〉

גרם־שמידט נבצע טובים כיוונים למצוא כדי .ri = b−Axi = −Aei ,ei = xi−x כאשר
ונגדיר לויים בלתי u0, . . . , un−1 מווקטורים נתחיל ־

dj = uj +

j−1∑
k=0

βj,kdk

־ O
(
n3
)
זה? של העלות מה .〈Adj , dk〉 = 0 הדרישה ידי על מחושבים βj,k כאשר

עליהם. ולהטיל הקודמים הווקטורים כל את שלב בכל לזכור צריך
.u0, . . . , un−1 של נבונה בחירה הוא Conjugate Gradients לשיטת כשעוברים ההבדל

הוא האצבע כלל

uj = rj

מתקיים j < i כאשר עובדה

0 = 〈Aei, dj〉 = −〈ri, dj〉

.j < i כאשר ri ⊥ dj כן ועל
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נגדיר עובדה

dj = rj +

j−1∑
k=0

βj,kdk

ואז

0 = 〈ri, dj〉 = 〈ri, rj〉+
j−1∑
k=0

βj,k 〈ri, dk〉 = 〈ri, rj〉

.ri ⊥ rj מתקיים כן ועל

כאמור עובדה

βj,l = −
〈Adl, rj〉
〈Ad1, d1〉

המונה. את ננתח מתאפס. זה מתי לבחון נרצה

rl+1 = −Ael+1 = −A (el + αldl) = rl − αlAdl

לכן

〈rl+1, rj〉 = 〈rl, rj〉 − αl 〈Adl, rj〉
αl 〈Adl, rj〉 = 〈rl, rj〉 − 〈rl+1, rj〉

לכן מאורתוגונליות. j 6= l, l + 1 לכל מתאפס ימין אגף

〈Adl, rj〉 =


〈rj ,rj〉
αj

j = l
〈rj ,rj〉
αj−1

j = l + 1

0 o/w

שוב עובדה

βj,k = −〈Adl, rj〉
〈Adl, dl〉

βj+1,j את רק לזכור צריך נתון j עבור לכן, .j ≥ l + 1 כלומר ,l ≤ j − 1 כאשר
קיבלנו אחורה). אחדה (שלב

βj,l =

{
1

αj−1

〈rl,rj〉
〈Adl,dl〉 j = l + 1

0 o/w

יותר. עוד לייפות אפשר הזה הביטוי ואת

אלגוריתם: מקבלים לבסוף
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Conjugate Gradients 1 אלגוריתם
Conjugate Directions:

x0 = 0,r0 = d0 = b−Ax0
for i = 1, . . . , n:

αi =
〈ri,di〉
〈Adi,di〉

xi+1 = xi + αidi
ri+1 = ri − αiAdi
βi+1,i =

〈ri+1,ri+1〉
〈ri,ri〉

di+1 = ri+1 + βi+1,idi

החזקה שיטת 2

ערך נקרא λ1 .|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| עצמיים ערכים עם לכסינה A ∈ Mn (C) תהי
.q0 ∈ Cn נבחר יחידה. וקטורי של עצמי בסיס x1, . . . , xn יהי ודומיננטי. אקסטרמלי עצמי

נגדיר

z(k) = Aq(k−1)

q(k) =
z(k)∣∣∣∣z(k)∣∣∣∣

2

ν(k) =
〈
Aq(k), q(k)

〉
.ν(n) → λ1 ואז

נגדיר תרגיל

q̃(k) =
q(k)

∣∣∣∣Akq0∣∣∣∣2
α1λk1

כי הראו .q(0) =
∑
αixi q̃(k)∣∣∣∣∣∣כאשר − x1∣∣∣∣∣∣ ≤ C ∣∣∣∣λ2λ1

∣∣∣∣k
כלשהו. קבוע C > 0 עבור

פתרון

q(0) =

n∑
j=1

αjxj

Akq(0) =

n∑
j=1

αjλ
k
jxj = α1λ

k
1

x1 + n∑
j=2

αj
α1

(
λj
λ1

)k
xj


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כי באינדוקציה להראות ניתן

q(k) =
Akq(0)∣∣∣∣Akq(0)∣∣∣∣

q̃(k) = x1 +

n∑
j=2

αj
α1

(
λj
λ1

)k
xj

נקבל כעת

∣∣∣∣∣∣q̃(k) − x1∣∣∣∣∣∣
2
=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n∑
j=2

(
αj
α1

)(
λj
λ1

)k
xj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

≤

≤
n∑
j=2

∣∣∣∣αjα1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣λjλ1
∣∣∣∣k ≤ ∣∣∣∣λ2λ1

∣∣∣∣k (n− 1)max

∣∣∣∣αjα1

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
C

4


